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Fracciones parciales

p(x™) dx
Q(x™)

Sea la integral de la forma f

Entonces se cumple lo siguiente:

1) n2m la fraccidon es impropia se realiza division de
polinomios

2) Si n<m la fraccion es propia
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Primer caso fraccion impropia

. 8x%+18x—2
Ej: calcular | — 5—dx

Miramos que n>m(2>@®) en este caso realizamos division de
polinomios, dividimos el numerador entre el denominador.

D d
8x%+18x-2 | 4ax-1 Por propiedad sabemos

-8x%+ 2x  2x+5 D4l

C
T 20x—2 d d
-20x +5

3

r
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Entonces devolviéndonos a la integral tendriamos

j%dx =jC+£dx Sustituyendo tendriamos

d
Sabemos que [ Ax + Bx + Cx ... dx

Como esta sumando podemos
3 Separar integrales esto seria igual
dX:j2x+5+4x_1dX a [Axdx +[ Bxdx +[ Cx dx......

J8x2+18x—2
4x — 1

3 xn+1
= | 2xdx + | 5dx + d Ndx =
j Y i j i j4x -1 X\A jx * n+1
x2 3ln(4x — 1) Si al derivar el denominador nos da el numerador
— + 5x + , ,
4 El resultado sera el logaritmo natural de lo que se

derivo; [ Ldx= In(x)
3In(4x—-1) x

— x2 5x +
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fracciones propias ( se pueden presentar tres tipos de problemas)

3x + 1 Son fracciones propias cuando n < m, como podemos
Ej: calcular sz T 4x +3 dx ver en este ejercicio 1 < 2. En este caso factorizamos el
denominador

Estos se los conoce como puntos criticos, cada
_ nto criti I igna una, letra | | serd
22 e \—\(x+3)(x+ 1) p'u'toc tco§e e asigna una, et,a a cual sera su
1 dividendo, la integral nos quedaria.

B Dividimos
todo por el
denominador

3x + 1(x/3)(x 1) A(y/)(x+1) B(x + 3)‘9'7/
J Al (/I({) (e +1)

3x +1 gl A N
G+3)x+D " xt3) G+ D

3x+1=A(x+1) + B(x +3)



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE PEREIRA

3x+1=4A(x+1) +B(x + 3) aplicamos propiedad distributiva

3x 41 =Ax+ A+Bx + 3B Sacamos los coeficientes- que acompa'r"\an a X
de lado y lado, y el termino independiente.
3=A+B Obtenemos un sistema de ecuaciones dos por dos
1=A+3B lo resolvemos para hallar el valor de Ay B.

Utilizando método de reduccidon quedaria. Sustituimos el valor de
A/ 3=A+B b en cualquiera de las
3=-A-8 dos ecuaciones
1=A+3B originales
-2=28B 3=A+(-1)
\ / 3 = A - 1
B=-==-1
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Sabiendo los valores de Ay B nos devolvemos ala integral y sustituimos los valores
A=4,B=-1

3x +1 b, L A B
G+3G+D T X3 Tt D

3601 e 4 N -1 _ 4 1
GrarDY T x+3)  x+D  (x+3) @+ D)

:j(ij)dx _j(lerl)dx

=4In(x+3) —Ln(x+ 1)
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Segundo caso

lgual factorizamos el denominador

2 _ 5y +16 utilizando division sintética.
x“ — 5x
z q
Ej: calcular j2x3 T2 1 1%

2 30 1
214 (2x + 1)(x — 1)?

2 -1 'A/
2

2 1

x*—5x+16 | g A n B n C
Crt+ De=127" (@x+1) = (x-1)  (x—1)2

(x*>—5x + 16)(2%—1—/1/1)2 (pm()(x—nz n B(2x+1)(x—1){ C(2x+1)ny’f{
@+ 1) (x,~1)? @x+1) (x<1) (=17
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........ nos quedaria

x?=5x+16 =A(x—1)?+BQ2x+1D(x—-1)+C(2x + 1)

x?—5x+16 =A(x*-2x+1)+B(2x*—-2x+x—1)+2Cx+C

x> —5x+16 =Ax*—-2Ax+A+B(2x*—-—x—-1)+2Cx+C

x> —5x+16 =Ax?>—-2Ax+ A +2Bx*—Bx—B +2Cx+C

~ 1= A+ 2B
< —5=—2A—-B+2C

16 =4 —B+C

Obtenemos un sistema de ecuaciones tres por tres el cual desarrollamos para obtener
los valores de A,By C.
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s 1
1=A+2B Se podria utilizar el método de

“« 5=—2A—-B+2C (2 gauss Jordan pero en este caso lo

are por sustitucion
l16=A"- B+ C 3 P

** Enumeramos las ecuaciones, de la primera ecuacion despejamos a A
A=1-2B

+* Obtenido el valor de sustituimos el valor de A en las ecuaciones 2 y tres

-5=-2(1-2B)-B+2C 16=(1-2B)-B+C / Obtenemos 2 nuevas
‘ ecuaciones

-5=-2+4B-B+ 2C 16=1-2B-B+C

-5+2=3B +2C 16-1=-3B+C

3=3B+2C ' 15=-3B+C .
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15=-3B+C ‘ Obtenemos un sistema ecuaciones dos por dos con
3= 3B + 2C ' Las ecuaciones 4y 5

15=-3B+C 15=-2§+c .

— C=— C=4
3= 3B+2C | -3=438B +2C 3

12 =3C

+* Sustituimos el valor de C en la cuarta ecuacién

-3=3B+2(4) 3=3B+8 3B=-3-8 g=_328 11

s* Como sabemos que A = 1 — 2B sustituimos el valor de B

3+22 25
A=1-2B — A=1-2(-—)_, A=1+= A==



Obtenido los valores de A, By C nos regresamos a la integral

B C
(x—1)2

x? —5x + 16 B A
2x+ Dx—12% 7 (2x+1) = (x-1)

25

x?—5x+ 16 _j 3
dx = | o+ D

(2x +1)(x — 1)

25 1 11 1 1
3 f(2x+1)dx_ 3 j(x—l)dx +4dex

11
e 1 4y 4

4

25 11L n
—?Ln(Zx+1)—3 nx—1) ~ — 1
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Tercer caso

Qn(x) Si Pm (x) es indivisible (raices Su termino es Ax + B
Pm (x) complejas)

Sl tenemos:

2x%+ 3 Ax+B Cx +D
Ej: sea la integral f( 21 1)2 dx =(x2—+1) (x2 + 1)2

(2x? +3)(x/-)l>/1’){ (Ax + B)(x? + 1)‘/ (Cx + D)()/l)2
@+ 1)? @2+ 1) (x24 1)?

2x%2+3 = (Ax + B)(x*+1) +Cx+D

2x24+3 =Ax3+Ax+Bx*+B +Cx+D

—

0=A
2=1B
0=A+C
3=B+D




** Obtuvimos:

OO >
Il
_ O N O

D=3-2=1
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....... Sabiendo los valores de A, B, Cy D volvemos a la integral y remplazamos.

2x2 + 3 Ax + B Cx+D

2= n Podemos separar
GZ+1)2 (241D (k2412

2 N Ax B Cx D
G = + 2 + 2 2 + 2 2
(x2 + 1)2 (x2+1) @x?+1) (x?+1) (x*+1)

—ijd+j 2 d+j X d+J A
TR 2 G2+ ) Gze2 ™

Y
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, x*+a=x=atan
........ Nos quedaria

x = 1tan @

dx = (sec8)?d6

2x2 + 3 J 2 .. j dx
dx = > X 2 2
2 2 +1 +1
(x2+1) X (ic ¢)
x a
, Por identidad
: (sec HZ dé E (sec@)?=(tan0)? + 1)
(tanf)- + 1

=2tan"1x +

Wd@ secH = .
=Ptan 1 x f

((sec 0)2) cos 6

=2
tan"lx + (sec 9)2

i tan ! x +j(cos 0)%do
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Por angulos dobles sabemos

........... - 1 3 _
J( dx =2tan"lx +f(cos@)2d9

2 2 2 _ 14+cos26
x*+1) (cos0)? = —
1 1+ cos26 x = 1tan 6
= 2tan" " x +j > do 9 = i o
1 cos 26
=2tan"1x +j—d3 +] do N
2 2 o % x
2 -1 +0 1 %“8
= 2tan" " x > +ch0529d9 \1
tan_lx 1 —Sin29
b -1 - X | —
=2tan " 1x + > +2 ( > >
tan~ 1 x {Zx
= 2tan " 1x + 5 x4 +1
—4
1
_5tan_1x X
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